Cadre : Sauf indication contraire, k, K et L sont des corps. Tous les
corps seront commutatifs, sauf dans le Théoreme 35.

I Généralités sur les corps finis

1) Caractéristiques, sous-corps premier

Définition 1. Soit K un corps, on appelle sous-corps premier de K l'in-
tersection de tous ses sous-corps non nuls.

Exemple 2. Le sous-corps premier de R et C est Q.

Définition 3. Soit A un anneau unitaire, il existe un unique morphisme
d’anneaux ¢ : Z — A. Le générateur positif de Ker ¢ est appelé caracté-
ristique de A, notée car(A).

Proposition 4. La caractéristique est soit nulle soit un nombre premier.
Corollaire 5. Sicar(K) =0, K est infini, mais la réciproque est fausse.

Théoréme 6. Soient k C K C 1L des extensions de corps. Alors 1L (resp.
K) est un espace vectoriel sur K (resp. k). Si (b;);cr est une k-base de K
et (a;)jes est une K-base de L, alors (ajb;) jyerxs est une k-base de L.

Corollaire 7. Soit k C K une extension finie. Alors I = KKK

Théoréme 8. Si K est un corps fini de caractéristique p, alors le sous-
corps premier de K est Z/pZ. Ainsi |K| est une puissance de p.

Exemple 9. Il n’existe pas de corps de cardinal 57.

Proposition 10. Si car(K) = p, alors Uapplication F : K — K définie
par F(x) = xP est un morphisme de corps, dit morphisme de Frobenius.
Si K est fini, c’est un automorphisme, qui est l'identité si K = F,.

Corollaire 11 (Fermat). Soient p € Z premier et a € Z, alors P = a [p].

2) Existence et unicité des corps finis

Définition 12. Soit L une extension de K. Soit P € K[X] de degré n.
On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P est scindé
sur L[X], et si L est minimal pour cette propriété.

Théoréme 13. Soit P € K[X] de degré n € N*. Il existe un corps de
décomposition de P sur K, unique a isomorphisme preés.

Théoréme 14. Soit p un nombre premier et soit n € N*. On pose ¢ = p™.

(i) Il existe un corps K da q éléments, c’est le corps de décomposition
du polynome X1 — X sur Z/pZ.

(i1) De plus, K est unique d isomorphisme prés. On le note Fy.
Proposition 15. Soient m,n € N*, alors (Fyn CFpm) < n|m.

Exemple 16. Les sous-corps de Fig sont Fo, Fy et Fig.

3) Structure de F;

Théoréme 17. Tout sous-groupe fini de K* est cyclique. En particulier,
le groupe )\ est cyclique.

Remarque 18. On ne sait pas en général trouver un générateur de IFqX.

Exemple 19. F{ = Z/TZ, tout élément non neutre de F§ est générateur.

Théoréme 20. On considére U'extension Fq C Fyn. Il existe o € Fyn tel
que Fogn 2 Fy(a).

IT Polynoémes sur un corps fini

1) Polynémes irréductibles

Théoréme 21. Soient F, C K une extension finie de degré n > 1 et
& € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) K =TFp[¢] = Fp(¢)
(ii) (1,&,&%,...,6" 1) est une base du Fp,-espace vectoriel K.
(ii5) (1,€,€%,...,6"71) est une famille libre sur F,,.
(iv) Le polynéme minimal de § sur K est de degré n.
Proposition 22. Soient p premier, n € N* et ¢ = p". Soit P € F,[X]
ungtaire et irréductible de degré n. Alors Fy[X]/(P) = F,.
Corollaire 23. Soient p premier, n € N* et P € F,[X] de degré n.
(i) Il existe des polyndomes unitaires irréductibles de degré n sur F,[X].
(i1) Si P est unitaire et irréductible, Fpn est un corps de rupture de P.
(iii) Si P est unitaire et irréductible, P divise XP" — X.
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Lemme 24. Soient d,n € N* et ¢ = p™. Soit P € F,[X] unitaire et
irréductible de degré d. Si P divise X1 — X, alors d divise n.

Théoréme 25. Soient p premier, a,n € N* et ¢ = p®. On note Py(d)
l’ensemble des polynomes unitaires irréductibles de degré d sur . Alors :

x"-x=1[ [] Px)
dln PEP, (d)

Proposition 26 (Inversion de Mébius). On note p la fonction de Mobius.
Soit g: N* — C. On pose G(n) = _,, 9(d). Alors :

N n
Yn e N, g(n) = Y u(d)G (5)
d|n
Corollaire 27. Si I(q,d) désigne le cardinal de Pp(d), alors, pour tout

neN* ona:
1 n q"
I’ n (7> dwi
(¢,n) ndzl:u 7)o

2) Cyclotomie
Définition 28. On pose p,(K) = {¢ € K|(™ = 1} le groupe des racines

n-iemes de l'unité.
Proposition 29. Tout sous-groupe de K* est cyclique.

Définition 30. On pose K,, un corps de décomposition de X" —1 € K[X].
Le groupe pn(K) est cyclique d’ordre n. On note ) (K) Pensemble des
générateurs de u,(K), ses éléments sont les racines primitives n-iémes de
I'unité.
Remarque 31. | (K,)| = ¢(n)
Définition 32. On définit le n-ieme polynéme cyclotomique par :

Il xX-9ek]
Cepr(Ky)

Proposition 33. X" —1=T][,, ®ak

(I)n,]K =

Proposition 34. On a ®,, 9 € Z[X]. De plus, pour o : Z — K le mor-
phisme canonique, on a @, x(X) = o(®,q(X)). En particulier, ®p,
s’obtient a partir de ®,, o par réduction modulo p.

Théoréme 35 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

IIT Applications

1) Irréductibilité des polynémes de Z|[X]
Proposition 36. Soient P,Q € F,[X]. Alors :
(P+QP=PP4+QP e (P(X)P=PXP)

Définition 37. On définit le contenu de P(X) = > ;_,apX* € Z[X]
par ¢(P) = pged(ag, - . ., ap). Un polyndme P est dit primitif si ¢(P) = 1.

Proposition 38. Soient P,Q € Z[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Proposition 39. Les polynomes irréductibles de Z|X] sont :

(i) Les polynomes constants, irréductibles dans Z (premiers).

(ii) Les polyndmes non constants, primitifs et irréductibles dans Q[X].
Théoréme 40 (Critére d’Eisenstein). Soit P(X) =Y ,_, ax X" € Z[X].
Soit un nombre premier p tel que pt a,, Vi < n,pla; et p* 1 ag.

Alors P est irréductible dans Z[X].

Application 41. Pour n € N*, &, est irréductible dans Q[X].

2) Carrés dans Z/pZ

Définition 42. On pose (F,)? = {2? € F, |z € F,} I'ensemble des carrés
de Fy, et F3?> =F2NF;.

Proposition 43. Sig=p", ona :
(i) Sip=2, Fg:]Fq
.. . 41 -1
(i) Sip> 2, |IF3| = L= et \F22| ==
Proposition 44. Sig=p" etp>2, onazx € IF;Q o' =1

Corollaire 45. Siq=p" et p > 2, -1 est un carré dans Fy si, et seule-
ment si, q est congru a 1 modulo 4.

Corollaire 46. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k—+1.
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Définition 47. Soit p un premier impair et a € N. On définit le symbole
de Legendre de a par p par :

a 1 s3
(> = -1 s
p 0 st

Proposition 48. Pour x,y € F;, on a (% = (%) (%)
}

FQ

S
¢ T
= 0

[\

*
p
*
p

e o 9

p?
Le symbole de Legendre donne un morphisme Fy — {+1}.

p—1

Proposition 49. Soit p un premier impair et a € N, alors (%) =az [p]

Théoréme 50 (Réciprocité quadratique). Soient p et q deux premiers

distincts impairs. Alors (%) =z (—1)%%.

2_1

Proposition 51. (2> =(-1)"5

Bremple 52. () = (4) = (§) = () (&) =~ (¥) =~ (}) = -1

Exemple 53. L’équation x> + 59y = 23 n’a pas de solutions entiers.

Développements

— Polynémes unitaires irréductibles sur F, (25,26,27) [ ]
— Etude des polyndémes cyclotomiques (41) [ ]

— Loi de réciprocité quadratique (50) | ]
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